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1 Einfiihrung

1.1 Motivation und Gliederung

Eines der wesentlichen Ziele der 3D-Computergrafik ist die Darstellung komplexer geometrischer Ge-
bilde in Echtzeit, wie dies etwa in interaktiven Simulationen oder Computerspielen heutzutage hiufig
erforderlich ist. Schon in den sechziger und siebziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts war man
auf der Suche nach effizienten Datenstrukturen und Algorithmen, um das Zeichnen von dreidimensio-
nalen geometrischen Modellen so weit wie mdglich zu beschleunigen.

Ein grundlegendes Problem, das sich gegeniiber dem Entwickler einer 3D-Anwendung auftut, ist
die Bestimmung der korrekten Zeichenreihenfolge fiir die zu rendernden Primitive: Objekte, die sich
fernab vom Betrachter befinden, miissen zuerst gezeichnet werden, wahrend néher gelegene Objek-
te, welche die zuerst genannten womoglich teilweise tiberdecken, erst spéter zu beriicksichtigen sind.
Der einfachste Ansatz zur Losung dieses Problems ist der so genannte Maleralgorithmus, der genau
wie gerade beschrieben vorgeht und im Hintergrund befindliche Objekte unter Umsténden mehrfach
iiberzeichnet!. Dazu miissen alle in der Szene vorhandenen Polygone abhiingig von der Position des
Betrachters zunédchst der Tiefe nach sortiert werden, was sich als recht ineffizient erweist.

Ein anderer Ansatz, der auf einer prioritdtensortierten Liste aufbaut, stammt von Schumaker et al.
[SBGS69] und wurde von Fuchs et al. [FKN80| unter dem Begriff der Binary Space Partitioning Trees
(BSP-Trees), die im Mittelpunkt dieser Ausarbeitung stehen, weiter ausgebaut. BSP-Trees stellen eine
Datenstruktur zur hierarchischen Unterteilung des Raums in Regionen dar und eignen sich damit gut
zur Darstellung von dreidimensionalen Gebilden in Form von Polyedern.

In den folgenden Kapiteln méchten wir im Anschluss an eine kurze, formale Definition untersuchen,
wie man BSP-Trees erzeugen kann und welche Besonderheiten es dabei zu beachten gilt. Anschlieffend
wollen wir Mengenoperationen auf die entstehenden Bdume anwenden, indem wir einen BSP-Tree
per Vereinigung, Durchschnitt oder Differenz mit einer sog. Boundary Representation verkniipfen.
Aufierdem stellen wir kurz ein Verfahren zur Umwandlung von CSG-Bdumen in BSP-Trees vor. Auf
die mengentheoretische Verkniipfung eines BSP-Trees mit einem anderen BSP-Tree per Schnitt oder
Vereinigung werden wir hier aus Platzgriinden nicht weiter eingehen.

1.2 Begriffserlauterungen

1.2.1 Boundary Representations (B-Reps)

Bevor wir uns iiberlegen, wie wir geometrische Objekte unter Verwendung von BSP-Trees darstellen
koénnen, betrachten wir zunéchst die uns am gebrauchlichsten erscheinende Art der Darstellung, die auf
Boundary Representations (B-Reps) — also Fliachenbegrenzungsmodellen — beruht. Darunter verstehen
wir die Darstellung geometrischer Gebilde durch ihre Flichen (faces), Kanten (edges) und Eckpunkte
(vertices). Im Wesentlichen lasst sich ein Polyeder ndmlich in eine Reihe von aneinander angrenzenden
Flachen unterteilen, welche wiederum durch jeweils paarweise adjazente Kanten beschrieben werden
kénnen. Die Kanten andererseits werden durch ihre Eckpunkte genau festgelegt.

L Daher auch der Name Painter’s algorithm: Wie friiher etwa in der Olmalerei iiblich, kann ein bestimmter Bildbereich
mehrfach iibermalt werden. Aufgrund der Deckkraft der Farbe sind darunter liegende Areale dann nicht mehr sichtbar.
Auf das Beispiel des Malers bezogen ist das natiirlich im gewissen Sinne Farb- und damit Geldverschwendung. Uber-
tragen auf die Computergrafik bedeutet dies ein schlechteres Laufzeitverhalten des Algorithmus, weil der Betrachter
die iiberzeichneten Gebiete eh nie zu Gesicht bekommen wiirde (sofern man Transparenzen aufer Acht lasst).



Diese Art der Darstellung hat sich in der Praxis bewéhrt, weil sie intuitiv und flexibel ist. Intuitiv
deshalb, weil wir die geometrischen Objekte in einzelne, niedriger-dimensionale Unterobjekte zerlegen
kénnen; es ergibt sich also eine Art Hierarchie. Mithilfe der sog. konstruktiven Festkérpergeometrie?,
also der Kombination geometrischer Objekte unter Verwendung von Mengenoperationen wie Schnitt
und Vereinigung, kénnen wir mit recht einfachen Mitteln aus grundlegenden Objekten kompliziertere

Gebilde erschaffen, die sich auch wieder durch Boundary Representations darstellen lassen.

1.2.2 Regularisierte Mengenoperationen

Weil wir im Folgenden darauf zuriickgreifen werden, méchten wir kurz den Begriff der regularisierten
Mengenoperationen erldutern. Aus der Mengenlehre bereits bekannt sind uns die Begriffe der Ver-
einigung, des Durchschnitts und der Differenz. Betrachten wir geometrische Objekte als Menge von
Punkten, so lassen sich auf diese Objekte — wie bei der konstruktiven Festkorpergeometrie — Men-
genoperationen anwenden. Nun kann es jedoch passieren, dass etwa beim Schnitt zweier Objekte ein
Objekt niedrigerer Dimension entsteht. Schneiden wir etwa Wiirfel miteinander, die nur eine Begren-
zungsfliche gemein haben, so ist der Schnitt eben jene Fliche (vgl. Abbildung 1.1).
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Abbildung 1.1: Der nicht-regularisierte Schnitt zweier aneinander angrenzender Wiirfel liefert ein planares
Polygon. Das ist bei der konstruktiven Festkérpergeometrie im Allgemeinen nicht erwiinscht,
weshalb man hier reguldre Mengen einsetzt.

Die Flache ist im Gegensatz zu den Wiirfeln nun aber nicht mehr drei-, sondern nur noch zweidimen-
sional. Gerade im Bereich der dreidimensionalen geometrischen Modellierung méchten wir derartige
Phénomene aber verhindern; wir sind nicht an einzelnen Fléachen interessiert, die ,zusammenhanglos
im Raum schweben, sondern an dreidimensionalen Festkérpern. Deshalb fithren wir den Begriff der re-
guldren Menge (regular set) ein [RT78]. Unter einer reguldren Menge verstehen wir die abgeschlossene
Hiille (closure) ihres Inneren (d.h. M regulidr = S = cl(int 5)).

Wir bestimmen also zunéchst das Innere der Menge, indem wir die Randpunkte entfernen. Im
Beispiel des Schnitts zweier aneinander angrenzender Wiirfel wiirden wir damit die Fliche (also das
zweidimensionale Polygon) entfernen, weil sich diese nicht im Inneren der Menge befindet; es ergibt sich
die leere Menge. Anschlieffend fiihren wir den mengentheoretischen Abschluss durch. Im vorliegenden
Beispiel fiihrt dies zu keiner Anderung, weil der Abschluss der leeren Menge stets wieder die leere Men-
ge ergibt. Schneiden wir also zwei Wiirfel wie in der Abbildung dargestellt, so ist der regularisierte(!)
Schnitt dieser beiden Objekte die leere Menge.

In unseren weiteren Uberlegungen werden wir daher hiufig auf die folgenden, regularisierten Vari-
anten des Komplements, der Vereinigung, des Durchschnitts und der Differenz zuriickgreifen [RT78]:

C*A = (cl(int(CA)); AU* B=cl(int(AUB)); AN* B=cl(int(AN B)); A\* B =cl(int(A\ B)).

2 Constructive Solid Geometry, kurz CSG



2 Grundlagen von BSP-Trees

2.1 Definition: Binary Space Partitioning Tree

Unter einem Binary Space Partitioning Tree (BSP-Tree) verstehen wir einen bindren Baum, dessen
innere Knoten Hyperebenen in einem d-dimensionalen Raum sind und den Raum in Regionen un-
terteilen. Wir gehen dabei an der Wurzel von einer Anfangsregion aus, die iiblicherweise dem ganzen
d-Raum entspricht (bspw. dem R3). Vorausgesetzt, es liegt nicht der triviale Fall vor, und die Wurzel
besitzt Kinder, so unterteilt die in der Wurzel befindliche Hyperebene den Raum in zwei Halbrau-
me'!. Begeben wir uns in die Kindknoten, so fiihrt jeder Kindknoten, der kein Blatt darstellt, zu einer
weiteren Unterteilung der iibergeordneten Region, sodass wir durch wiederholtes Zerteilen unse-
rer Ausgangsregion jeden beliebigen, linear begrenzten d-dimensionalen Korper darstellen kénnen (im
Dreidimensionalen etwa Polyeder?). Die Blitter eines BSP-Trees — die zu keiner weiteren Unterteilung
des Raums fiithren —, bezeichnen wir als Zellen. [TN87]

Beschreiben wir die einem inneren Knoten zugehérige Hyperebene H durch ihre Hyperebenenglei-
chung in Normalenform

HZ{(:Cl,...,xd) | a1x1+...—|—ada:d—b=0},
so unterteilt diese Hyperebene den d-dimensionalen Raum in zwei Halbraume

Hfz{(xl,...,:vd)|a1x1+...+ad:z:d—b<0}

und
H" ={(z1,...,xa) | aax1 + ... + agzq — b > 0},

wobei wir den erstgenannten als linken (negativen, hinteren) und den letztgenannten als rechten
(positiven, vorderen) Halbraum von H bezeichnen [TN87|. Der rechte (positive) Halbraum befindet
sich dabei in Richtung der Normalen von H.

Jedem Knoten v unseres bindren Baums konnen wir eine Region R(v) zuordnen, die sich durch
»#Abschreiten* der Kanten des Baums — also wiederholte Unterteilung der Ausgangsregion, bis wir
den Knoten v erreichen —, ergibt. Ordnen wir jeder Kante e ihren zugehérigen Halbraum HS(e) zu?,
so ergibt sich die zu einem Knoten v gehdrende Region R(v) durch Bildung der Schnittmenge aller

Halbrdume, die auf dem Pfad von der Wurzel zu v liegen [TN87], also
R(v)= () HS(e).
e€E(v)

Um BSP-Trees zur Darstellung von Polytopen* zu verwenden, miissen wir festlegen, welche Zellen
(also Blatter) des Baums das Innere des Polytops und welche das Aufere beschreiben. Aus diesem

I Die Halbrdume werden durch die beiden Kanten vom Mutter- zu den Kindknoten reprisentiert.

2TIm Vergleich zu den B-Reps sind BSP-Trees hier sogar ausdrucksmichtiger: B-Reps besitzen némlich stets eine
endliche Begrenzung. Weil BSP-Trees zunéchst aber nur den Raum unterteilen, kénnen wir mit ihrer Hilfe auch geo-
metrische Objekte darstellen, die z. B. zu einer Seite hin bis ins Unendliche reichen. Unter Verwendung von BSP-Trees
kann man also unendliche Rd&ume oder Halbrdume darstellen, was mit B-Reps ohne weiteres nicht moglich ist.

3 Abhéngig davon, ob die jeweilige Kante in einen linken oder rechten Kindknoten fiihrt, handelt es sich hierbei also
entweder um H~ oder HT.

4Ein (lineares) Polytop bezeichnet die Verallgemeinerung des Begriffs ,Polyeder® bezogen auf den beliebigen d-
dimensionalen Fall.



Grund weisen wir jeder Zelle ein Attribut Mitgliedschaft € { innen, aufen } zu®. Wie genau wir den
Wert dieses Attributs ermitteln kénnen, werden wir spéter erldutern.

In den folgenden Ausfithrungen beschréinken wir uns der Einfachheit halber teilweise auf den zwei-
bzw. dreidimensionalen Fall. Es sei jedoch gesagt, dass sich die hier vorgestellten Verfahren prinzipiell
auf jeden beliebig-dimensionalen Fall {ibertragen lassen.

2.2 Punktprobe-Algorithmus

Nachdem wir den Zellen das Attribut Mitgliedschaft zugeordnet haben, konnen wir einen einfachen,
rekursiven Algorithmus formulieren, mit dessen Hilfe wir eine Aussage dariiber treffen konnen, ob ein
beliebiger Punkt innerhalb einer gegebenen reguliren Menge M, auflerhalb oder auf dem Rand dieser
Menge liegt. Dabei reprisentieren wir die Menge M durch einen BSP-Tree.

Prozedur KlassifizierePunkt(p : Punkt; v : BspTreeKnoten)
Riickgabe : Aufzahlungstyp { innen, auBen, aufDemRand }

Falls v ein Blatt ist
Gib Mitgliedschaft(v) zuriick /% Liefert ‘innen’ oder ‘aullen’ zuriick */

Sonst
/% b ist Abstand der Hyperebene zum Ursprung (falls H in Hessescher Normalform) =/
Berechne d := ( Normalenvektor von H,, p ) — b /% Skalarprodukt =/

Falls d < 0O

Gib KlassifizierePunkt(p, linkes Kind von v) zuriick
Sonst, falls d > 0

Gib KlassifizierePunkt(p, rechtes Kind von v) zuriick

Sonst
Setze | := KlassifizierePunkt(p, linkes Kind von v)
Setze r := KlassifizierePunkt(p, rechtes Kind von v)
Falls [ == r
Gib [ zuriick
Sonst

Gib aufDemRand zuriick

Listing 1: Algorithmus zur Klassifizierung eines beliebigen Punktes in Bezug auf eine gegebene regulére Menge
M, die durch einen BSP-Tree dargestellt wird. [TN87]

Der in Listing 1 dargestellte Algorithmus arbeitet sich dabei von der Wurzel ausgehend durch den
Baum durch, bis das Blatt (also die Region) gefunden ist, in dem sich der angegebene Punkt befindet.
Befinden wir uns an einem inneren Knoten, kénnen wir den néchsten aufzusuchenden Kindknoten be-
stimmen, indem wir durch Bilden des Skalarprodukts die Lagebeziechung des Punktes zur im Knoten
gespeicherten Hyperebene bestimmen. Im Sonderfall d = 0 befindet sich der Punkt auf der jeweili-
gen Hyperebene®. In diesem Fall miissen wir beide Kindknoten betrachten und nach weiteren, tiefer
geschachtelten Hyperebenen suchen, auf denen der Punkt zusétzlich noch liegen kénnte. Unser Ziel
hierbei ist es, zu entscheiden, ob der Punkt zwischen zwei gleichartigen Zellen (z.B. zwei Zellen mit
dem Wert innen) liegt, oder zwischen zwei verschieden gearteten Zellen. Im letztgenannten Fall gehort
der Punkt ndmlich zu den Randpunkten der Menge, und wir geben aufDemRand zuriick.

5In den Abbildungen verwenden wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit die englischen Entsprechungen in bzw. out.

6In der Praxis wird der Fall d = 0 aufgrund der FlieRkomma-Ungenauigkeit natiirlich so gut wie nie eintreten. Deshalb
macht es Sinn, den Hyperebenen eine gewisse ,,Dicke* zuzuweisen. Alle Punkte, die sich innerhalb einer bestimmten
e-Umgebung der Hyperebene befinden, liegen also ,auf* ihr.



2.2.1 Laufzeitverhalten

Geméf [Kal82] ldsst sich die Punktklassifizierung im dreidimensionalen Raum mithilfe von Boundary
Representations in einer Laufzeit von O(n) durchfiithren, wobei n die Anzahl der Flichen der B-Rep
angibt. Wie von Naylor [Nay81] gezeigt, besitzt der oben aufgefiihrte Algorithmus fiir BSP-Trees
im allgemeinen Fall ebenfalls lineare Laufzeit. Handelt es sich beim verwendeten BSP-Tree jedoch um
einen balancierten Baum der Grofenordnung O(n), so ldsst sich das Problem sogar in logarithmischer
Laufzeit, also O(log n), 16sen. Damit ist etwa in Simulationen oder Computerspielen eine Moglichkeit
zur schnellen Kollisionserkennung gegeben. Es ist jedoch nicht fiir jede beliebige Menge M méglich,
sie in einen solchen balancierten Baum umzuwandeln [TN87].

2.3 Erzeugung von BSP-Trees aus Boundary Representations

Als néchstes interessiert uns natiirlich, wie wir tiberhaupt BSP-Trees erzeugen kénnen. Am nahelie-
gendsten ist hier die Erzeugung aus einem gegebenen Flachenbegrenzungsmodell, also einer Boundary
Representation. Der in Listing 2 dargestellte Algorithmus erwartet dazu als Eingabe eine Menge F' von
Flachen, die ein einzelnes oder eine Menge von disjunkten Polytopen darstellen, welches bzw. welche
wir in einen BSP-Tree umwandeln wollen.

Nun wéhlt der Algorithmus fiir jeden zu erzeugenden Knoten v zunéchst eine Teilungsebene H,, aus
und unterteilt dann die gegebene Menge von Flachen F' anhand dieser Hyperebene. Die Hyperebene
kann dabei prinzipiell beliebig gewahlt werden. Weil wir jedoch bezwecken mdochten, dass alle Rand-
punkte des urspriinglichen Polytops auf den Teilungsebenen des BSP-Trees liegen, ist es ratsam, die
Hyperebene stets so zu wéahlen, dass sie eine Flache aus F' enthélt. Weil hier hdufig mehrere Moglich-
keiten existieren, ist der Einsatz einer geeigneten Heuristik ratsam [TN87].

Da es dazu kommen kann, dass die soeben erzeugte Teilungsebene H, bestimmte Flachen aus der
Menge F schneidet, miissen wir diese Flidchen ihrerseits aufteilen in Teilflichen, die oberhalb, unter-
halb oder innerhalb der Teilungsebene liegen”. Die Teilflichen, die innerhalb der Teilungsebene liegen,
werden in einer Menge Fj,, ppene abgelegt und spéter ihrer Orientierung entsprechend im gerade er-
zeugten BSP-Tree-Knoten v gespeichert®; die anderen beiden Mengen Fjipnis und Fyecnes werden durch
wiederholte rekursive Aufrufe weiter unterteilt, bis schlieflich alle Flachen auf der gleichen Seite einer
Teilungsebene (oder auf deren Rand) liegen. In einem solchen Fall wissen wir, dass die erzeugte Region
homogen ist, d. h. es gibt keine weitere Begrenzungsfliche, welche die Region in unterschiedlich gear-
tete Gebiete mit den Werten innen und auflen aufteilen konnte. Wir kénnen also eine Zelle erzeugen,
welcher wir genau einen der gerade erwiahnten Attributwerte zuweisen.

Um konkret zu bestimmen, ob eine Zelle den Wert innen oder auflen tréagt, geniigt ein Vergleich des
Normalenvektors von H, mit den Normalenvektoren der Flachen Fj, gpene (welche die Begrenzungs-
fliche bilden). Weisen die Vektoren die gleiche Orientierung auf, so handelt es sich um eine dufere
Zelle, ansonsten liegt eine innere Zelle vor? [TN87].

7 Zur Unterteilung einer Fliche f vermittels einer Teilungsebene H bilden wir die folgenden drei Mengen, wobei mit int
das Innere beziiglich derjenigen Hyperebene Hy gemeint ist, die f enthélt:

fr=c(HTnint f), f~=cl(H™ N int f), fO=cllint(H Nint f)).

Eine oder zwei der aufgefiihrten Mengen sind stets leer. Hierbei reprisentiert fO diejenige Teilfliche, die innerhalb der
Teilungsebene H liegt (vorausgesetzt, es handelt sich dabei tatsichlich noch um eine echte Fliache, und keine zu einer
Kante degenerierten Fliche — ansonsten gilt durch Bildung der abgeschlossenen Hiille des Inneren hier O = ().

8 Es macht hier Sinn, die mit der Teilungsebene koinzidierenden Flichen ihrer Orientierung entsprechend in zwei disjunkte
Mengen aufzuteilen, die jeweils Flachen mit der gleichen Orientierung wie die Teilungsebene bzw. entgegengesetzter
Orientierung beinhalten.

9 Dies konnte die Frage aufwerfen, wie man zu verfahren hat, wenn die Menge Fj,, Epene unterschiedlich orientierte
Flachen enthalt. Dieser Fall kann jedoch nur eintreten, wenn sich zwischen den beiden Flachen noch mindestens eine
weitere Flache befindet, deren Hyperebene die urspriingliche Hyperebene schneidet. Man miisste hier also noch weiter
unterteilen und stiinde noch gar nicht vor der Entscheidung, welchen Attributwert man den Zellen zuzuweisen hat.



Prozedur ErzeugeBspTree(F : Menge von Fldchen)
Riickgabe : BspTreeKnoten

H := Erzeuge eine Hyperebene, die eine (beliebige) Fldche aus F beinhaltet
ergebnisKnoten := Erzeuge neuen BspTreeKnoten mit H als Teilungsebene

Unterteile die Menge F anhand von H in drei Mengen F_links, F_rechts, F_in_Ebene

/# Wir unterscheiden in der folgenden Zeile zwischen Flachen, die in Richtung der Normalen
der Teilungsebene zeigen, und Fldchen, welche genau umgekehrt orientiert sind. Beide
werden in unterschiedlichen Listen innerhalb des ergebnisKnotens abgespeichert. =/

Speichere die in F_in_Ebene enthaltenen Flachen in der

entsprechenden Fldchenliste des ergebnisKnotens

Falls F_links leer ist /+ Ist der linke Kindknoten eine Zelle (Blatt)? =/
Falls F_in_Ebene die gleiche Orientierung wie H besitzt

ergebnisKnoten.linkesKind := ‘innen’
Sonst
ergebnisKnoten.linkesKind := ‘auflen’
Sonst
ergebnisKnoten.linkesKind := ErzeugeBspTree(F_links)

Falls F_rechts leer ist /+ Ist der rechte Kindknoten eine Zelle (Blatt)? =/
Falls F_in_Ebene die gleiche Orientierung wie H besitzt

ergebnisKnoten.rechtesKind := ‘aullen’
Sonst
ergebnisKnoten.rechtesKind := ‘innen’
Sonst
ergebnisKnoten.rechtesKind := ErzeugeBspTree(F_rechts)

Gib ergebnisKnoten zuriick

Listing 2: Algorithmus zur Erzeugung eines BSP-Trees aus einer Boundary Representation [TN&7]

Wiéhlen wir die Teilungsebenen nicht willkiirlich, sondern erzeugen sie unmittelbar aus den Hyper-
ebenengleichungen der Flachen, sodass die Normalenvektoren von Teilungsebenen und Fliachen immer
in die gleiche Richtung zeigen, so ldsst sich das Problem sogar noch einfacher l6sen. In diesem Fall
kann man namlich zeigen, dass ein linkes Blatt immer eine innere Zelle und ein rechtes Blatt stets
eine dufere Zelle sein muss [TN87|, vorausgesetzt, die Flichennormalen des urspriinglichen Polytops
zeigen alle nach auffen. Dabei gehen wir von unserer Definition in 2.1 aus, die besagt, dass eine nach
links fithrende Kante jeweils den hinteren Halbraum und eine nach rechts fithrende Kante den vorderen
Halbraum — bezogen auf die Teilungsebene — repréasentiert.

Es sei angemerkt, dass die Menge von Flichen F', die dem Algorithmus als Eingabe dient, nicht
notwendigerweise ein konvexes Polytop — oder eine disjunkte Menge konvexer Polytope — darstellen
muss. Interessanterweise, und diesen Vorteil sollte man nicht unterschéitzen, fithrt die Anwendung des
Algorithmus némlich zu einer Zerlegung etwaiger konkaver Objekte in konvexe Regionen. Das ist
in vielerlei Hinsicht hilfreich; unter anderem gestattet dies eine relativ unkomplizierte Kollisionser-
kennung, bei der man ohne die Notwendigkeit eines Punkt-in-Polygon-Tests (in Bezug auf den R?)
auskommt. Auferdem eignet sich ein mithilfe von BSP-Trees unterteilter Raum damit zum Beispiel
als Eingabe fiir portalbasierte Renderverfahren, um eine automatische Generierung von Portalen zu
ermoglichen [TS91].
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(a) Umzuwandelnde B-Rep (b) Erster Unterteilungsschritt
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(c) Endgiiltige Partitionierung (d) Zugehoriger BSP-Tree

Abbildung 2.1: Erzeugung eines BSP-Trees aus einer Boundary Representation. In (a) ist das durch eine
B-Rep spezifizierte Ausgangsobjekt, ein Polygon, zu sehen. Nun wird das Objekt Schritt fiir
Schritt durch Wahl geeigneter Hyperebenen in eine Reihe homogener Regionen unterteilt. (b)
zeigt, wie man die zur Wurzel des Baums gehdrende erste Hyperebene beispielsweise wahlen
konnte. Eine mogliche komplette Partitionierung des Polygons ist in (c¢) zu sehen, Abbildung
(d) zeigt den zugehorigen BSP-Tree.

2.4 Einfiigen von Flachen in BSP-Trees

Eine weitere Moglichkeit zur Erzeugung eines BSP-Trees aus einer Boundary Representation besteht
darin, die einzelnen Flichen des geometrischen Modells Schritt fiir Schritt zum BSP-Tree hinzuzufii-
gen. Ausgehend von einem trivialen BSP-Tree, der nur aus einer Zelle besteht, kann eine Fliache f zum
Baum hinzugefiigt werden, indem man die Fléche nach und nach im Baum ,absinken® lasst. Dazu teilt
man die Fliache fiir jeden inneren Knoten v — wie in Abschnitt 2.3 beschrieben — an der Hyperebene
H, zunichst in drei Mengen auf, welche die Teilflichen ober-, unter- und innerhalb der Hyperebene
reprasentieren. Die Teilflachen innerhalb der Hyperebene werden im Knoten v gespeichert, die anderen
beiden Mengen werden an den linken bzw. rechten Kindknoten weitergereicht. Dieser Vorgang wird
jeweils solange fortgesetzt, bis ein Blatt erreicht wird. Das Blatt ersetzen wir durch einen neuen Knoten
v’, der eine auf der durchgereichten Teilfliche basierende Teilungsebene besitzt und dessen Kinder nun
Zellen sind, die jeweils mit innen bzw. auflen beschriftet sind [TN87].



3 Einfache Mengenoperationen auf
BSP-Trees

Wir wissen nun, wie wir BSP-Trees aus Flachenbegrenzungsmodellen erzeugen koénnen. Interessant
werden die BSP-Trees jedoch erst dann, wenn wir Mengenoperationen einsetzen, um verschiedene geo-
metrische Objekte miteinander zu kombinieren. Ahnlich wie bei der konstruktiven Festkdrpergeometrie
kann man hier beispielsweise bestimmte Basisobjekte miteinander verkniipfen, um dadurch komplizier-
tere Korper zu erschaffen. So ldsst sich etwa ein Tisch aus einer Tischplatte (in Form eines Quaders)
und vier Tischbeinen (also Zylindern) konstruieren.

In den folgenden zwei Abschnitten werden wir uns mit dieser Thematik auseinander setzen und
zwei Verfahren vorstellen, die es uns gestatten, geometrische Objekte mittels Mengenoperationen zu
verkniipfen, wobei das Resultat natiirlich stets ein BSP-Tree ist.

3.1 BSP-Tree (op) Boundary Representation — BSP-Tree

Das erste Verfahren, das wir erldutern mochten, kombiniert einen BSP-Tree mit einer Boundary Re-
presentation unter Anwendung einer der in Abschnitt 1.2.2 vorgestellten regulidren Mengenoperatio-
nen Vereinigung, Durchschnitt und Differenz. Die Anwendung des undren Komplementoperators auf
einen BSP-Tree ist natiirlich auch moglich, stellt jedoch keine grofie Herausforderung dar: Um einen
BSP-Tree zu komplementieren, miissen wir lediglich alle inneren Zellen in duftere umwandeln, und
umgekehrt; aufserdem muss die Orientierung aller in den inneren Knoten gespeicherten Begrenzungs-
flachen umgekehrt werden [TN87]. Bei B-Reps erfolgt die Komplementbildung, indem wir sdmtliche
Flachennormalen invertieren.

Gehen wir nun also davon aus, dass ein BSP-Tree T gegeben ist, der ein Polytop T représentiert,
sowie eine zu einem Polytop R gehorende Boundary-Representation R. Unser Ziel ist es, die beiden
geometrischen Objekte nach dem Muster T' op R bzw. R op T miteinander zu verkniipfen. Im Falle
der Bildung der mengentheoretischen Differenz kénnen wir die Operation M; \* M in die dquivalente
Form M; N* C*M,; bringen und somit auf Komplement und Schnitt der Mengen zuriickfiihren.

Wir fiigen nun schrittweise alle Fldchen unseres Polytops R in den BSP-Tree T ein. Dazu nutzen
wir das in 2.4 vorgestellte Verfahren zum FEinfiigen von Flachen in BSP-Trees, mit dessen Hilfe wir
die Flichen im Baum ,absinken“ lassen und jeweils an den Teilungsebenen des Baumes aufteilen. Tritt
dabei der Fall ein, dass an einem Knoten v von T alle eingefiigten Flachen auf ein- und derselben
Seite der Teilungsebene landen, so handelt es sich bei der jeweils anderen Seite um eine Region, die
homogen beziiglich R ist, d.h. im Polytop R befinden sich in der entsprechenden Region keine weiteren
Begrenzungsflichen [TN87]. Angenommen also, wir fiigen alle Flichen F' von R in T ein und es exis-
tiert ein Knoten v, dessen Teilungsebene H,, die ihn erreichende Teilmenge von Flichen F’ C F weiter
unterteilt; auerdem gelte F;ps = F' und Frecnes = (0. Dann ist die Region rechts der Teilungsebene
homogen beziiglich R (aber nicht notwendigerweise beziiglich T', denn der rechte Kindknoten von v
muss nicht zwingend eine Zelle sein!). Es existieren nun zwei mogliche Optionen: Entweder, der (hier)
rechte Teilbaum bleibt unveréndert, oder aber der dem Teilbaum zugrunde liegende Mengenausdruck
wird unter Anwendung gewisser Ersetzungsregeln vereinfacht, auf die wir unten noch eingehen werden.

Um diese Regeln iiberhaupt erst anwenden zu kénnen, miissen wir zuvor noch bestimmen, ob es sich
bei der jeweiligen Region um eine Teilmenge des Inneren oder des Aukeren beziiglich des durch die
B-Rep R dargestellten Polytops handelt; dies kann sich insofern als schwierig gestalten, als dass wir —



wie hier im Beispiel des rechten Halbraums H, — womdglich iiber keine Flichen verfiigen, deren Nor-
malen wir mit der Normalen der Teilungsebene vergleichen konnten (wie dies bei der Baumerzeugung
in 2.3 moglich gewesen ist). Aus diesem Grund miissen wir uns ein zusétzliches Entscheidungsverfahren
iiberlegen, auf das wir am Ende dieses Kapitels kurz eingehen werden.

Erreicht eine (Teil-)Flidche von R schlieflich ein Blatt, so erzeugen wir in diesem Fall im Gegensatz
zu dem in 2.4 vorgestellten Einfiigeverfahren nicht sofort einen neuen Knoten, sondern verkniipfen die
Werte beider Knoten durch die angegebene Mengenoperation op miteinander. Den entstehenden Men-
genausdruck kénnen wir nun auswerten, weil der Operand T hier homogen ist (denn wir befinden uns in
einem Blatt) — es kann also zu keiner weiteren Zerteilung der jeweiligen Flidche(n) von R kommen. Die
sich in den Blattern ergebenden Ausdriicke konnen anhand der bereits erwahnten Ersetzungsregeln,
die in Tabelle 3.1 aufgefiihrt sind, vereinfacht werden®. [TN87]

(a) Ausgangszustand (b) Resultat nach Bildung d. Differenz

X
T \* (pq7 qn,Ts, Sp) T / \
/\ y" out

y out y/ \out ﬂ* z/ \(;ut

/N\ AN
/z\ out /z\ out N /u\ out

in v
in  out in  out,N"(out) VAN
AX mow
(r',ap,ps’) al out
(c) BSP-Tree u. B-Rep zu Beginn (d) (gp,rq, sr,ps) klassifiziert (e) Baum nach Vereinfachung

Abbildung 3.1: Mengenoperationen zwischen BSP-Trees und B-Reps. Hier wird die Differenz zwischen dem
Polygon T, das durch einen BSP-Tree gegeben ist, und einem durch eine B-Rep spezifi-
zierten Polygon R gebildet. Die Differenz kann dabei durch Komplement und Durchschnitt
ausgedriickt werden. Zunéchst werden alle Flidchen von R in den BSP-Tree eingefiigt (c), an-
schliefend lassen wir die Flachen im Baum absinken (d). Zum Schluss kénnen die konkreten
Werte der Zellattribute durch eine Reihe von Vereinfachungsregeln bestimmt werden (e).

1 Mithilfe dieser Vereinfachungsregeln lassen sich in manchen Fillen ganze Teilausdriicke ,wegkiirzen“, die beliebig kom-
pliziert sein kénnen. Die Idee, die sich dahinter verbirgt, wird unter anderem in [Til84] erldutert. Das wesentliche
Ziel bei der Anwendung derartiger Vereinfachungsregeln ist die Vermeidung von Redundanzen, indem z. B. unndétige
Flachen, die sich im Inneren eines Objektes befinden und deshalb sowieso keinen Einfluss auf die dufere Darstellung
haben, entfernt werden.



Tabelle 3.1: Vereinfachungsregeln fiir Mengenausdriicke. M sei eine beliebige regulire Menge, in-
nen und aufen sind Zellattributwerte des BSP-Trees. [TN87|

op || Operand 1 Operand 2 || Ergebnis op || Operand 1 Operand 2 || Ergebnis
u* M innen innen n* M imnnen M
M auflen M M aujSen auflen
mnen M mnen mnen M M
aujSen M M aujSen M aufSen
op || Operand 1 Operand 2 || Ergebnis
\* M innen auflen
M aujSen M
innen M "M
aujSen M aujSen

3.2 Constructive Solid Geometry (CSG) mit B-Reps —
BSP-Tree

Eine weitere Moglichkeit, geometrische Korper durch Mengenoperationen miteinander zu verkniipfen
und anschlieffend als BSP-Tree zu représentieren, ist die Umwandlung von CSG-Baumen in Boundary
Representations. Unter einem CSG-Baum verstehen wir eine hierarchische, bindre Baumstruktur,
deren Blétter instanziierte geometrische Primitive (wie z. B. Wiirfel, Kugeln, Zylinder) darstellen und
deren innere Knoten regularisierte Mengenoperationen oder Bewegungen reprisentieren [Req80]. Da
CSG-Baume zum Zeichnen zunéchst ausgewertet werden miissen, macht es Sinn, sie in eine explizite-
re Form zu verwandeln, also beispielsweise in eine B-Rep oder einen BSP-Tree [JLO96]. Naylor und
Thibault [TN87] beschreiben ein Verfahren zur Losung des letztgenannten Problems, auf das wir hier
kurz eingehen mochten.

Um einen CSG-Baum auszuwerten und in einen BSP-Tree umzuwandeln, wahlen wir zunéchst eine
Hyperebene, anhand der wir den CSG-Baum unterteilen kénnen?. Die Hyperebene bildet dann die
Wurzel des neu erzeugten BSP-Trees. Die beiden Teilbdume des CSG-Baums, die wir durch die Un-
terteilung erhalten, werden als linker bzw. rechter Kindknoten an die Wurzel angehéingt. Anschliefsend
wahlen wir fiir jeden der Teilbdume erneut eine Hyperebene, um ihn damit aufzuteilen. Das Verfahren
wird rekursiv so lange fortgesetzt, bis der gerade aktuelle CSG-Teilbaum einen trivialen BSP-Tree —
d. h. eine Zelle — repréisentiert [TN87]. Dabei kann erneut auf die zuvor erwihnten Vereinfachungsregeln
(Tabelle 3.1) zuriickgegriffen werden.

Zur Wahl der Teilungsebenen macht es — wie schon in 2.3 erwdhnt — Sinn, eine geeignete Heuristik
zu nutzen. In [TN87] werden drei mogliche Heuristiken vorgestellt. Generell muss man hier zwischen
der Grofe des BSP-Trees auf der einen Seite und der Anzahl der Flachen, die zerteilt werden miissen,
auf der anderen Seite abwégen.

3.3 Bemerkungen

Bestimmung der Zellzugehorigkeit

In den beiden hier vorgestellten Verfahren, die Mengenoperationen einsetzen, wird eine Moglichkeit zur
Bestimmung der Zellzugehorigkeit vorausgesetzt, d. h. wir miissen auf irgendeine Weise bestimmen, ob

2 Zur Unterteilung erzeugen wir zwei Kopien des urspriinglichen CSG-Baums. In jeder Kopie ersetzen wir nun die ent-
haltenen Flichen durch genau die Untermenge eben dieser Flichen, die im jeweiligen Halbraum H~ bzw. H1 liegt.
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es sich bei einem Blatt um eine innen- oder auffenliegende Region beziiglich des Ausgangsobjekts (B-
Rep/CSG-Baum) handelt. Im Algorithmus zur Erzeugung von BSP-Trees aus Boundary Representati-
ons, den wir in Abschnitt 2 vorgestellt haben, konnten wir dazu die Orientierung der Fldchennormalen
mit der Orientierung der Normalen der Teilungsebene vergleichen. In 3.1 und 3.2 ist dies nun jedoch
nicht mehr ohne weiteres moglich, da es hier auch Regionen geben kann, die keine Fldchen beinhalten.

Zur Bestimmung, ob es sich nun konkret um eine innere oder eine duftere Zelle handelt, stellt [TN87]
daher einen sog. In/Out-Test vor. Der diesem Verfahren zugrunde liegende Algorithmus zieht dazu
Riickschliisse aus der Lage desjenigen Eckpunktes (verter), der sich am ndhesten zur Teilungsebene
befindet — und zwar auf der gegeniiberliegenden Seite der Hyperebene, denn die gegenwartige, zu klas-
sifizierende Region ist ja homogen und enthélt deswegen keine weiteren Begrenzungsflichen.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, von einem Punkt auf der Teilungsebene ausgehend einen
Strahl auszusenden, um die néchstgelegene Fliche zu bestimmen und anhand deren Orientierung ei-
ne Klassifizierung der Zelle in innen oder auffen vorzunehmen. Dieses Verfahren, welches man als
Raycasting-Test bezeichnet, wird, wie [TN87] anmerkt, in [LTHS86] genauer beschrieben.

Erzeugung von Begrenzungsflachen

Durch Anwendung der beiden mengenbasierten Algorithmen kann es dazu kommen, dass die Begren-
zungsflachen des urspriinglichen geometrischen Modells ,yverloren” gehen: Zwar werden in den inneren
Knoten des erzeugten BSP-Trees bestimmte Fléchen gespeichert — namlich genau die Fléchen, die
mit den Teilungsebenen koinzidieren —, diese miissen jedoch nicht mehr unbedingt mit dem Rand des
geometrischen Modells iibereinstimmen [TN87]. Méchte man den erzeugten BSP-Tree lediglich zum
Zwecke des Raytracings oder zur Punktklassifizierung — etwa mithilfe des in 2.2 beschriebenen Algo-
rithmus — nutzen, sind keine weiteren Vorkehrungen notig.

Will man den erzeugten BSP-Tree jedoch direkt zum Zeichnen von Polygonen verwenden, muss zu-
néchst der Rand des Korpers wiederhergestellt werden. Hier besteht entweder die Méglichkeit, sémtliche
in den inneren Knoten gespeicherten Fldchen komplett zu verwerfen und den Rand neu zu erzeugen,
oder die Begrenzungsflichen anhand der vollzogenen Mengenoperationen zu rekonstruieren. Dazu wer-
den die in den inneren Knoten gespeicherten Fldchen durch Absinkenlassen im BSP-Tree klassifiziert
und ggf. miteinander verschmolzen [TN87].
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4 Fazit

In dieser Ausarbeitung haben wir uns mit den Binary Space Partitioning Trees, oder kurz BSP-Trees
— einer Datenstruktur zur hierarchischen Unterteilung des Raumes in konvexe Regionen — beschéftigt
und einen Algorithmus zur Erzeugung von BSP-Trees kennengelernt. Aufferdem haben wir untersucht,
wie man Mengenoperationen in Verbindung mit BSP-Trees einsetzen kann, indem man eine Boundary
Representation mit einem BSP-Tree verkniipft oder einen CSG-Baum in einen solchen Baum transfor-
miert.

Wahrend BSP-Trees urspriinglich vor allem zur effizienteren Lésung des Polygon-Sortierproblems
entwickelt worden waren, wurden sie in diesem Aufgabenbereich in den neunziger Jahren, als Vi-
deospeicher und Grafik-Hardwarebeschleunigung allgemein zunehmend billiger wurden, weitestgehend
durch den 1974 von Catmull [Cat74] bzw. Strafer [Str74] entworfenen Z-Buffer-Algorithmus verdringt.
Dennoch kamen BSP-Trees in einigen der in den letzten Jahren entwickelten Computerspielen zum Ein-
satz (z. B. in der Quake-3-Engine oder in der Doom-Reihe), oftmals kombiniert mit Potentially Visible
Set (PVS)-Algorithmen, die ein effizientes Entfernen nicht sichtbarer Oberflichen (hidden surface re-
moval) gestatten. Der Algorithmus etwa, der in Doom hierfiir zum Einsatz kommt, wurde 1991 von
Chen und Gordon [GC91] entworfen.

Aufgrund der Vielseitigkeit von BSP-Trees finden diese aber auch heute noch in anderen Gebieten
Anwendung: So eignen sich BSP-Trees zum Beispiel gut zur Kollisionserkennung. Ein weiteres Anwen-
dungsfeld ist — wie schon von Naylor und Thibault [TN87] beschrieben — das Raytracing. Ein naher
Verwandter des BSP-Trees, der Octree — im Gegensatz zu den BSP-Trees sind die Hyperebenen hier
fest an den Koordinatenachsen ausgerichtet —, wird in Computerspielen oftmals zum Aussortieren gan-
zer Objekte, die mitunter aus einer Vielzahl an Polygonen oder Polyedern bestehen kénnen, verwendet
(Stichwort frustum culling).
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